2bc - Mathématiques 2016-2017

Devoir maison 1
a rendre pour le mercredi 14 septembre

Exercice

On définit une suite de polynomes (Fy,),,cy par
P0=2, P1=X et VTZEN, Pn+1=XPn—Pn_1

1. Déterminer les polynoémes P, et P3 et donner leur factorisation dans C[X].
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Montrer que, pour tout n > 0, P, est un polyndéme de degré n tel que P, (z + —) =2"+ —.
z z

Pour tout n > 1, en déduire une expression simple de P, (2cos(#)) pour 0 € R.

Pour tout n > 1, déterminer les racines de P,.

ARl R

Pour tout n > 1, donner la factorisation de P, dans C[X].

Probléme
Partie A
Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur [0, +oo[ par :
1
F@) =22 6250 et £(0)=0
z+1

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. (a) Soit ¢ la fonction définie sur ]0,+oo[ par : ¢(x) = In(x) + 2 + 1. Etudier les variations de ¢. Etablir
que ’équation ¢(x) = 0 admet une unique solution 3, et que 0,2 < 3<0,3.
(b) Pour tout x >0, exprimer f'(x) a I’aide ¢(z) et en déduire les variations de f.

3. Déterminer la limite de f en +oco, puis la valeur de li1+n (In(z) - f(z)).

4. Construire C et I les courbes représentatives de f et de © — In(z) dans le plan rapporté a un repeére
— —
orthonormé (O, 1,7 )

Partie B
On se propose d’étudier ’équation f(x) =n ol n est un entier naturel non nul.
1. Montrer que cette équation admet une solution et une seule, notée c,.
2. Comparaison de «,, a e™.
(a) Etablir que f (e") <n et en déduire que oy, > e”.
(b) Prouver que la relation f (ay,) =n peut s’écrire sous la forme :
In (%) - ")
en Qny,

(¢) En déduire en utilisant (1), que o, ~ €™

n—+oo

3. Comparaison de «, a €™ +n. On écrit «,, sous la forme :
ap=€"(1+e,) ou &,20 (2)

(a) A T’aide de (1), exprimer (1+¢,) In(1+&,) en fonction de n.
2
(b) Montrer que pour tout t e Ry, 0< (1+¢)In(1+¢)-1¢< 3
2
(c¢) Déduire que pour tout n e N* [ &, <ne " <e, + %, puis que :

2

n —en < %6—271 (3)

0<ne”

(d) A Paide de (2) et (3), donner un équivalent de a, — " lorsque n — +oo.



