Correction du devoir n°2

Partie I : Résultats préliminaires

1
1. Soit a > 1 le polynome P = X2+ X +1—3a a un discriminant strictement positif : A =1—4(1—3a) =
12 a — 3 donc I’équation x? + x + 1 — 3a = 0 admet deux racines réelles distinctes.

2. On calcule le rang de la matrice M par des manipulations sur ses lignes :
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ro # 1 et r1 — 79 est non nul, ainsi M a méme rang qu’'une matrice triangulaire supérieure sans coefficient
nul sur la diagonale ; par conséquent M est de rang 3 donc inversible.

Partie IT : Etude de F

1. (a) Bien évidemment F est inclus dans E et non vide, car la suite nulle vérifie la relation donnée.
Soient & présent (up)nen et (Un)nen deux suites de E et A un réel quelconque.
OnaVvn €N, u,i3 =3aupr1+ (1 —3a)u, et vp43 = 3av,11 + (1 — 3a)v, donc
Yn € N, Apig + vpgs = )\(3aun+1 +(1- 3a)un> +3av,41 + (1 =3a)v,
La suite A (un)nen + (Vn)nen est bien une suite de F' qui est donc stable par combinaison linéaire. Ainsi
F' est un sous-espace vectoriel de F.

(b) Onal=3ax1+(1—-3a)x1donc (z,)ncy appartient & F

Vn €N, ypyz3 = ()" = (r1)" x (r1)3, or (r1)?> +71 +1—3a =0 donc
(r)?=-(r)?+Ba-1)r=r+1-3a+Ba—-1)r =1+3a(r, — 1)
Ainsi yn43 = (r1)"(1 = 3a+3ar)) =3a(r)"™ + (1 -3a) ()" =3ay,t1 + (1 —3a) y,
On a ainsi prouvé que (yn)nen est un élément de F', les calculs sont identiques pour (z,)nen-

En conclusion ‘ Les suites () neN, (Yn)nen €t (zn)nen appartiennent a F' ‘

(¢) Soient «, B et v 3 réels tels que VYn € N, ax,, + 8y, + 72, = 0, on a en particulier :
pourn=0 :a+8+~v=0
pourn=1:a+8ri1+vr2=0 (
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pour n =2 :a+ B (r1)* +v(r2)* = 0, ce qui peut s’écrire matriciellement : M x [ 8 | =
~

0
0
0
0
On a vu dans la partie I que M est inversible, donc la seule solution de ce systéme est =10],
0
ainsivn € N, oz, + By, +7v 2, =0 = a = =~ = 0. La réciproque est vraie bien sir, donc la famille

est ((xn)neN, (Yn)nen, (zn)nen ) est une famille libre de F'.

2.(a) Vn €N, wpio+ w1+ (1 —3a)wn = (Upts — Unt2) + (Unta — Uupt1) + (1 —3a) (upy1 — up)
=Upys —3aUpy1 —+(1 —3a)u,
=0
(b) (wy)nen est une suite récurrente linéaire & deux termes, 'équation caractéristique associée est X2 + X +
1 —3a = 0. Les racines sont 1 et rs.
Il existe donc deux constantes réelles A et p telles que 'on ait Vn € N w,, = A (r1)" +p (r2)" = Upy1 —un

n—1 n—1
(c) On somme ces égalités pour tous les entiers k de 0 an—1: Z(wk) = Z(UnH — Up) = Uy — Uo.
k=0 k=0
=« k k =« k = k 1—(ry)" 1—(rg)"
Soit un:];)()\(rl) +u(r2)k) = A ;(rl) +u ];)(rz) =AX T X e o
3. D’aprés la question précédente, pour toute suite de F, il existe deux constantes réelles A et u telles que 'on
ait Vn € N, w :AXM+ XM+UZL(T)H+L(T)7L+L+ +u
o 1—7“1 H 1—7“2 0 ’I“1—1 ! 7“2—1 2 7“1—1 7“2—1 0

Ainsi toute suite de E' d’exprime comme combinaison linéaire des suites (2, )nen, (Yn)nen €t (zn)nen, donc
cette famille engendre F.

On savait déja (question que cette famille est libre, on peut donc conclure que c’est une base de F.



