Correction du devoir n°6

Partie I

1. Aprés un lancer on a au maximum un ’pile’, d’out d; = 1, et obtenir au moins deux ’pile’ en deux lancers signifie
obtenir ’pile’ & chacun des deux lancers, soit P(P; P,) =1 et dy =1— P(P, P,) = %.
D3 est réalisé si on a obtenu 0 ’face’ au cours des trois premiers lancers, ou bien un ’face’ en premiére ou derniére

place. Ainsi 1 — ds = (%)3 +2 (%)3 =3
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d = 1’ d = —, d = —
1 2= 3= g
2. (a) Sion commence par un 'face’, ne pas réaliser 2 ’pile’ consécutifs en n + 2 lancers revient a ne pas réaliser 2 ’pile’

consécutifs au cours des n + 1 lancers suivant le premier, donc Pp, (Dy42) = P(Dpt1).

(b) Les événements P Po, P Fy, F1 F, et F P, constituent un systéme complet d’événements mais Dy, 1o N PPy = ;5
par ailleurs Fy Fy U Fy1 Py = Fy, donc Dyq0 = (F1 N Dypy1) U (PLF> N Dy).
On a alors P (Dn+2) = dn+2 = P(Fl) PF1 (Dn+2) + P(PlFQ) Pp1F2 (Dn+2)

1
P(PF,) = 1 et Pp r,(Dnt2) = Pr,(Dnt2) = P(D,) par un raisonnement analogue a celui de la question
précédente.
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On en déduit alors : dy, 42 = 3 dpt1 + 1 dp,

3. La suite (d) est une suite récurrente lindaire d’ordre deux, I’équation caractéristique associée est X2 —
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et ro 1
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I1x-1=0

dont les racines sont r; =

1+v5) 1-v5\
Par conséquent il existe deux constantes réelles « et 3 telles que Vn € N*, d,, = « ( +4\[> + 5 ( f)
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et finalement o« =
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et sa somme vaut :
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4. ( + f) et ( 4\[> sont les termes généraux de deux séries géométriques convergentes donc »_ d,, converge
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Partie 11

1. Personne ne peut gagner avant le troisi¢éme lancer donc P(T'=1) = P(T =2) =0; [T = 3] = F1 P,P; U P, P, F5 donc
1
P(T=3)=-
(r=3)=
2. [T > n] signifie que personne n’a gagné aprés n parties mais que quelqu’un va finir par gagner et [T' = 0] que personne
ne va gagner, donc [T' > n] U [T = 0] est I’événement « Personne n’a gagné a l'issue des n premiéres parties »
La partie n’est pas finie a 'instant n si on n’ a jamais obtenu 2 ’pile’ consécutifs ou si on n’a eu que des 'pile’ et aucun

1
"face’; donc P ([T > n|U [T =0]) =d, + on

3¢T:m:(w>n7uuuuqm\QT>muw:m)WWQT>mup:m)cQT>nfuuw:m)®m
1

1 1
P(T:n):d7l_1+2nl_(dn+2n):dn_1_dn+2n



4. Par définition, P (T'=0) =1 — ZP(T =n)=1-

Ainsi T est a valeurs dans [[3, +oo[ et P(T,, = n) =

Partie I11
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E_:(dn —dn+21n>:d2+221n=1—+i=0.
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