Mathématiques - 2 BCPST 1&2 - Lycée Michel Montaigne

Correction du DM N°12

« Aléa Géométrique N - Maximum de N variables aléatoires Exponentielles indépendantes »
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1. (a) a = 0 donc la fonction u — ot a est continue sur R™, et Vu > 0, 0 < o ta < o
“+ o0
De plus e~ “du est une intégrale convergente égale a 1 (¢’est du cours car on reconnait l'intégrale

0
sur R de la densité d’une loi exponentielle de paramétre 1).
On peut donc appliquer le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives pour conclure :

+oo
du est une intégrale convergente
0 et +a

(b) Tout d’abord, si a =0, alors J = 1 d’aprés la question précédente; et si a >0 :

oo 4 A a A et A
aJ:/ duet/ duz/(l— )du:{u—ln(a—i—e“)}
0o €e*+a o €e“ta 0 e* +a 0

Or [u—ln(a—l—e“)};:A—ln(a—l—eA) +In(a+1) :ln(eA)—ln<a+eA) +1In(a+1)

=-In(1+ae™) +1n(a+1) P In(a + 1) donc
—+00

In(a + 1)

J = sia>0etlsia=0

2. [Z <tNN =j] = [(max(Yy,...,Y;) <)NN =j4)] = [V <)n---N(Y; < ON(N = j)] et comme‘N et les

J J
variables Y, sont indépendantes, Piy—j(Z < t) = P((Yl <t)N---N(Y; < t)) = H PV, <t)= H Fx(t)
k=1 k=1

ou F'x est la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre b, commune & toutes les variables Y}.

j
Pn_j(Z <t) = (1 - e*bt)

3. (a) Par la formule des probabilités totales, on a :

+oo too
Soit t >0, P(Z<t) =Y Pn_j(Z<t)P(N=j)=> (1—e ") s(1—s)""=
j=1 j=1
+oo i1 —bt
b —bt J= s(1—e™") _ 1 o ,
s(l—e t); ((1 —e "N (1- 5)) ST (et —s) 1- PO aprés simplification.
1
Fz(t) =0 pourt <0 et FZ(t)zl—m pour t >0

b ebt
(b) Sion note fz une densité de Z, on a par exemple fz nulle pour ¢t < 0 et sinon, fz(t) = LA
(sebt —s+1)2

sb ebt

mpOUI‘t}O

fz(t) =0 pour t < 0 et fz(t) =

—+oo —+oo
t fz(t)dt = / tfz(t)dt.  Soit A >0,
0

/OAth(t) dt = [tFZ(t)E—/OAFZ(t) dt = AFz(J:)—/OA (1—@) dt= A (FZ(A)—1)+§ /OAebtJil— dt

4. Sous réserve d’existence, E(Z) = /

— 00

11—
A (FZ (4) — 1) = —1—— tend vers 0 lorsque A — +00 et, en prenant a = —s, par le changement de
se’t —s+1 S
A 1 1 —Ins
variable © = bt, on obtient lim ————— dt = - J = -————. Par conséquent :
Astoo Jo bt 4222 b b(1—s)
—Ins

E(Z) existe et vaut b=




5. (a) tl}rlloog(t) = 0 donc il existe B > 0 tel que V¢t > B, |g(t)| < 1, par conséquent g est bornée sur [B, +00[;

d’autre part, 1 —e~!

Kot t donc thrr(l) g(t) = 1, ainsi g est continue en 0, donc sur RT, et en particulier
— —

sur le segment [0, B]. En tant que fonction continue sur un segment, g est bornée sur [0, B], et par suite,
bornée sur RT.

n
1— (n+1) ¢t
(b) L’égalité est évidente pour t = 0 et, pour ¢ > 0, on a : tz e M=t % =g(t) e (1 — e (1) t),
—e
k=0
d’ot1 I’égalité annoncée en multipliant les deux membres par e~*.
A (k1) 74 A —(k+1)t —(k+1) A o (k+1) A
te e e 1—e
6. Soit A > 0, te Rt Q= | 2 / dt =
or /0 ¢ K1 |, )y Ead el T (k1)
e~ (k+1) A 1— e (k+1D A 1

+oo
d te D g = | = .
one /0 ¢ P i S B (U P (k+1)2

Remarque : on pouvait ausst reconnaitre le produit de l’espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi

1
tielle d etre k + 1 .
exponentielle de parametre k + 1 par Tl
7. Soit A > 0. g est bornée sur R*, donc il existe M € R tel que V¢t € RT, 0 < g(t) < M ;
A +o00
0< / g(t) e~ gt < M/ ~(+Dt q¢. donc / g(t) e (D! 4t est convergente.
0 0

—+o0

,ainsi lim et g =0
n-+1 n—oo Jq

+o0 +oo
1
De plus, / e (Dt gt = ——  donc 0 < / g(t) e~ (Dt gt £
0 n+1 0

400
/ g(t) dt converge comme somme d’intégrales qui le sont et
0

“+oo n +oo
_ —(k1)t gp _
[ swar=os im 3 [ et a Z,m Zkz

+oo 0 1
g(t)dt = —
[ swa=X g

! L' “lns 1 L' —Ins
8 /0 (Z)ds /0 b(l—s)ds bslg(l) i (1—s)d8

1 —Ine 1
Par le changement de variable, s = e, on obtient 5 / g(t)dt, d’ou / E(Z)ds
0 0

/ B(Z
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