2 BCPST 1 & 2 Samedi 20 septembre 2014

Corrigé du devoir surveillé n° 1

Partie 1 : premiére approximation de /2

1. % B est le point de coordonnées (\/57 0) ; on peut évidemment définir My en choisissant pour ug n’importe

quel réel positif différent de v/2 et de a, I'abscisse de A. Le point Mg (ug, u3 — 2) est ainsi bien défini.
* Soit n € N; supposons la suite de points définie jusqu'an : My (uo, f(uo)), My (u1, f(u1)), ..., My (tn, f(uy)).

u, # a par hypothése, et comme f est strictement croissante sur R™ (donc en particulier injective) on
en déduit f(u,) # f(a), donc la droite (A Mn) n’est pas paralléle & ’axe des abscisses. Ces deux droites
sont par conséquent sécantes en un point, notons By, y1 ce point d’intersection (en particulier By = B).
By+1 et M, 11 ont méme abscisse u,, 1 par définition, B, 1 a une ordonnée nulle puisqu’il est sur 'axe
des abscisses et M, 1 a pour coordonnées (un+1, f(tnt1))-

2 _ 2
Une équation de la droite (A M,) est Y — (a® —2) = Un 70 o (X —a), Vordonnée de B,, 11 est nulle donc
Up — @
2 2 2
w2 —a 2—a 2+au
—a*+2= u’; — (Unt1 —a) = (up + a) X (upg1 — a); finalement, | up4q = ta a= TJran
2 2 — V2 2 — — 2
2. (a) On déduit du résultat précédent : wu, 11 —v2 = Zhatn V2 = tau, —V2atuy) _ Zhatn av2 = V2un
Up +a Up +a Uy +a
a—V2) X (U, — V2
s — VE = LZVD X (tn = VD)
Up +a
" 3 1 1
(b) up, est positif donc u,, + a = a > 0, par conséquent 0 < ﬁ < —et
Up + a
2 a—V2 2
tni1 = V2| = uf;xun—ﬂ\s V2l n V2| = 1—£xun—ﬁ\
n

On procéde ensuite par récurrence : notons P, la proposition :

un_ﬂ\

o

Py est vraie de facon évidente.

V2

Soit n € N, supposons P,, vraie;on a |ty — \/5’ <1 — — | X |uy — \@‘ d’aprés la question précédente,
a
n n+1
donc un+1—\/§‘ 1—‘ 1—£ ‘uo—\[‘ 1—£ x’uo—\/i‘

En utilisant P,
n

V2

2
(¢) Pour que la suite converge, il suffit que |1 — £ tende vers 0, donc que l'on ait |1 — —| < 1,
a a

V2

c’est a dire| a > - On a alors

Up — V2 ‘ tend vers 0, donc | la suite (u) converge vers v/2 |

3.(a) Pour a =1 et up = 2, on a

2 e = (V1) o) < B (2o0)

1| uof‘\<)n+1x2—<;>n.

1 .
1l suffit que <2) soit inférieur ou égal 4 102 pour avoir 'approximation demandée, donc :

(;> <107 <= nl <;> Nt A E112((21;)) —3x 1&((120))

1
comme 0 < V2 —1< ok on obtient

WV

~ 9,97

‘ u, approxime v/2 a 1073 prés au moins dés que n > ng = 10




L’égalité établie a la question [2a| permet de voir que u,+1 — V2 et u, — /2 sont de signes opposés, donc
up = 2 > /2 et par une récurrence immeédiate c’est le cas pour tous les termes de rang pair de (u); de
méme tous les termes de rang impair sont supérieurs a /2.

Le calcul des premiers termes de la suite donne u; = %, Ug = 1—70 < 1,5 et ug = % > 1,4 donc

‘1,4<u3<\/§<uz<1,5‘

(b) Remarquons tout d’abord que (v) est bien définie car pour tout n, u, > 0.

2 2 2 2 2(1 2 n (1 2 1 2 2
Uni1+ V2= +un+\f2: +u"+\[+\[u":\[( +V2) + +\[):( + V2) (un + V2)
1+ u, 1+ u, 1+ u, 1+ u,
Upi1 — V2 1-v2 (14 uy) 1-v2
Donc v,,41 = = X (un—\@) X = X Uy,
T w02 <1+un 1+v2) (un +v2) \1+2
1-2 2 2 -2
v) est une suite géométrique de raison = —(v/2—=1)" et de premier terme vy = =
(v) 8 a T ) P P2t V2

(v2-1)”

)2(n+1)

Yn eN, v, = (-1)" (\/5— 1

1 n 2vV2v,
un—\/gzvn (un—&—ﬁ)doncun:\@( o )etun—\/i: \fv.

La raison de (v) appartient & ]—1, 1[ donc (|UlnB(qij7élcroit, et comme vy 1>701,)2n aVneN, 0 < 1-vy < 1—v,.
MRVE R CLITERL B AN (RS
1—v, 1—1vp
1—wvy=2(v2-1) donc 12_‘/50 = f\/i —24V2 <4 (et méme <3); (vVZ—1)"=3-2v2<0,3
(et méme < 0,2) donc Vn € N, |u, — \/i‘ <4 x(0,3)" !

Par conséquent

(c) def u(n,u0,a):
U=[0]*(n+1)
U[0]=u0
for k in range(O,n):
Ulk+1]=(2+a*U[k])/(a+U[k])
return U[n]

[
Partie 2 : la méthode de Newton (algorithme de Babylone)

1. (a) x Le choix de ag est bien stir possible, on y associe le point Py de C d’abscisse ag. Comme ag # 0
la tangente & C en Py n’est pas horizontale, donc elle c02upe I’axe des abscisses. L’équation de cette
ag+ 2 > 0.
ao
* Soit n € N, supposons construite la suite (a) jusqu’au rang n inclus et soit P, le point de C d’abscisse
G, G €tant strictement positif. La tangente a C en P, a pour équation : Y — (ai — 2) =2a, (X —ay)

tangente est : Y — (ag — 2) = 2ao (X — ag) donc a; =

2
2
et coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse a1 = ag + >0
an
o L1 2 ,
(b) g est dérivable sur ]0, +oo] et Vo > 0, ¢'(z) = 3 1—— ) doncg'(z) >0 <= x> V2
x

g décroit sur ]0,v/2[ et croit sur ]v/2, +oo[ donc atteint son minimum en x = /2, et g (\/5) =2

(¢) Onremarque queVn € N, a1 = g(ay) et ag > 0, donc par une récurrence immeédiate Vn € N, a1 > V2.

1/2—ad?
Ainsi apy1 —an = 3 ( ") < 0, (a) est une suite décroissante.
(£79)

(a) est aussi minorée par v/2 donc elle est convergente et sa limite ¢ est supérieure ou égale a /2.

ngr}rloo an =4 = ngrfoo apn41 €t comme a,41 = g(a,) et que g est continue sur |0, +o00], ngrfoo glan) =1



2 — g2

X

¢ est donc solution de ’équation g(z) = z. Or g(z) =z <~ =0 <= =12

La suite (a) converge vers £ = /2

2
V2 249 2 49 2 _9./9 2 =2
2. (a) bn+1:an+1 f:<an+ _2\/§>+(ctn++2\[2>:an V2a, + _ [ n V2 g
Uni1 + V2 an an a2 +2v2a, +2 an + V2

On montre par une récurrence immédiate que Vn € N, b,, = (bo)(zn)
1,5 -2
(b) bo=—"———p =
1,5+ /2
(¢) Vn €N, a, — V2 =b, x (an + \/5) = (an + \/5) X (bo)(2n)
ap=1,5etVneN* V2<a, <a; = % car & partir du rang 1, la suite (a) décroit vers v/2; donc
VneN, ap, +VvV2<1,5+v2<3,5 (et méme < 3) et 0<a, —v2<3,5x (0,04)3%")
(d) 1 suffit que 3,5 x (0,04)") soit inférieur ou égal a 10~ pour avoir approximation demandée, donc :
—10
10-10 In(295°) (3.5 x 1019)
3,5 In(0,04) —In(25)

4
(\6 — 1) = v1. On a donc bien by < 0,04 (et méme < 0,03).

3,5 x (0,04)2") < 10719 «— 2" In(0,04) < ln< ) = 2" >

In (3,5 x 10'7) 1
. @) <1070 0 5> i S A —
soit 3,5 x (0,04)" 7 <10 n=n < In(25) “ing =20

‘ a,, approxime v/2 4 10710 prés au moins dés que n > n; =3 ‘

(e) def a(n,al):
A=[0]*(nt+1)
A[0]=a0
for k in range(O,n):
Alk+11=0.5%(A[k]+(2/A[k]))
return A[n]

Partie 3 : un probléme de point fixe

e Soit € > 0 tel que Uintervalle J =]a — &, + €[ centré en « soit inclus dans I;onax € J < |z —a| <e.
Soit P, la proposition : « |u, —a] < m" |ug — a| »
P, est vraie de facon évidente car m® = 1.
@ est de classe €' sur I, o et ug sont dans I, donc on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis entre
up et a @ Jug —al = |p(ug) — p(a)] < m|ug — a. Donc P est vraie; et comme m < 1, |u; — a| < |ug — ¢
donc u; € J.
e Soit n € N*, on suppose que P, est vraie et que u, € J. On peut a nouveau appliquer 'inégalité des
accroissement finis & ¢ entre u, et « :
[t — af = lp(un) — (@) < mlun — al.
<mxm”|ug — qf
<m" ! ug — | donc P,y est vérifiée et |u, 1 — af < m|u, —al < |ug — al.
Ainsi u,41 € J.
e 0 < m < 1 donc la suite (m™),, converge vers 0. Par application du théoréme des gendarmes, on obtient

lim |u, — ] =0 donc la suite (uy,), converge vers a.
n—-+o0o



