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On connait les valeurs d'une fonction f en des points x; et on cherche a en
déduire une approximation polynomiale P de f sur [a, b].
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Edward Waring
(1736 - 1798)
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Edward Waring
(1736 - 1798)

1779 : Problems Concerning
Interpolations
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Edward Waring
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1779 : Problems Concerning
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(1736 - 1813)

1795 : Lecons Elémentaires sur les

Mathématiques Données a |'Ecole
Normale
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On travaillera dans cette section avec des polyndmes de R,[X], une

fonction numérique réelle f définie sur un intervalle [a, b] et une famille
{xo,xl, ...,x,,} de n+ 1 points distincts de [a, b].
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. Aserodmation polynomiale |
Il existe un polynéme P, de R,[X] et un seul tel que :
vie{0,1,...,n}
Ce polynéme s’écrit :

Pr(x) = f(x)

avec .

Pa(X) = ﬁ(:)ax,-)c,-(X)

Li(X) = lﬂl X%

j=0jxi Xi = Xj
=] = = = = o
~ (Lycée Clemenceau - MP/MP*) g g




QX) = ﬁ()(x—xj)

=] F = = E 9DAC¢



QX) = 1j<x—xj>

Q) =3 ] (X-x)

i=0j=0,j#i

=] F = = E 9DAC¢



QX) = 1j<x—xj>

Q) =3 ] (X-x)

i=0j=0,j#i

Q)= 1 (xi-x)

Jj=0#i

=] F = = E 9DAC¢



QX) = ﬁ(x—xn

Q) =3 ] (X-x)

i20,j=0j+i

Q'(x) = . e

Xj) = H (xi = xj)
j=0,j%i

Q(X)

L= GG (X —x)

=] F = = E 9DAC¢



Choix de la base :

e base canonique : matrice de Vandermonde
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Choix de la base :

e base canonique : matrice de Vandermonde

e base des polynémes de Lagrange : matrice diagonale
e base des différences divisées : 1, X — xg,

(X =x0)(X =x1),...,(X = x0) (X = x1)--(X = xp-1)
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D’un point de vue algorithmique, que se passe-t-il lorsqu’on rajoute un
point pour améliorer |'interpolation ?
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. Aprodmation polynomiale | Newton / Différences divisées
X0, X2, s Xk ] =

FIX1y ooy Xk ] = F[ X0y ooy Xk-1]

Xk — X0

o

u}
‘ ]
w
[



flxt, .., x| — F[x0, vy Xk
f[X07X2,~--,Xk] E [ 1 k] [ 0 k 1]

Xk — X0
f[xo] f[xo,x1] f[x0,x1,x2] f[xq,X1,X2,x3]
flxi]  flxi,x]  flx1,x,xo]

f[XZ] f[Xg,X3]
f[x3]



Dt o] = F D i
f[X07X27~-.,Xk] = [Xl’ ’Xk] [X07 , Xk 1]

Xk — X0
f[xo] f[xo,x1] f[x0,x1,x2] f[xq,X1,X2,x3]
flxi]  flxi,x]  flx1,x,xo]

f[Xz] f[Xz,X3]
f[x3]

Coefficients du polynéme interpolateur dans la base des différences
divisées :

Pa(t) = Flx0] + 3 Flx0s oo xe] (£ = x0) (£ = 30)(t — X4_1)
k=1



point pour améliorer |'interpolation ?

D’un point de vue algorithmique, que se passe-t-il lorsqu’on rajoute un
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D’un point de vue algorithmique, que se passe-t-il lorsqu’on rajoute un
point pour améliorer |'interpolation ?

flxo] flxo,x1] F[x0,x1,x2] f[x0,x1,x2,x3]
flal  flx,xe]  fxa,x,x]

flx2] f[x2,x3]

fxs]
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D’un point de vue algorithmique, que se passe-t-il lorsqu’on rajoute un
point pour améliorer |'interpolation ?

flxo] flxo0,x1] Flxo,x1,x2] f[x0,x1,X2,x3] F[x0,%1,x2,x3,x4]
f[Xl] f[X17X2] f[X17X27X0] f[Xl)X2)X37X4]
f[X27X3] f[X2,X3,X4]

[x2]
flx3] f[x3,xa]
[xa]
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Soit P, un polynéme interpolateur en xp, x2,...,x, points distincts de [a, b]
d'une fonction f définie sur [a, b].
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le polyndme qui interpole f en xg,...,xp, t
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Soit t € [a, b] distinct des x; (sinon...). Posons e,(t) = P,(t) — f(t) et Pp41
le polyndme qui interpole f en xg,...,xp, t

Posn () = F(£) = Pa(t) + Fx0 X2, ooy 3o t] [ (£ - %)
i=0
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en(t) = —f[x0, %2, ..o, . t] [ [ (£ = Xi)
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Soit P, un polynéme interpolateur en xp, x2,...,x, points distincts de [a, b]
d'une fonction f définie sur [a, b].

Soit t € [a, b] distinct des x; (sinon...). Posons e,(t) = P,(t) — f(t) et Pp41
le polynédme qui interpole f en xg,...,xp, t.

Posn () = F(£) = Pa(t) + Fx0 X2, ooy 3o t] [ (£ - %)
i=0

en(t) = ~F[x0, 2, - xn,t]li[)u—x,-)

Une n® formule de Cauchy montre que si f est de classe C"*1 sur [a, b], il
existe &; €]a, b tel que :

(n+1) (n+1) n
enlt)= - +Sf) [[(tx) soit fen(t)] < maxc f(n+—1()£!)ll:([)(t—x,-)
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|en(t)| < (njl)! Hllil)(t _XI.)Hoo”f(n+1)
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|en(t)| < (njl)! Hllil)(t _XI.)Hoo”f(n+1)

oo

lﬂl(t—xi)
i=0

(o)

i = = z 9ac



|en(t)| < (njl)! Hllil)(t _XI.)Hoo”f(n+1)

oo

lﬂl(t—xi)
i=0

(o)

Ce n'est qu'un début...

i = = z 9ac
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Juste pour information...On appele n® constante de Lebesgue le réel

Ap=m E Li(t
Alors

Soit f une fonction continue sur [a, b].

o <(1+A in |f - Qllw
lenlloo < (1 + n)Qgﬁl&]ll Q
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[bf(t) dt = an wif (x;) + En(f)
a i=1

. = = = = 9ac



les w; sont les poids,
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[bf(t) dt = an wif (x;) + En(f)
a i=1
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[bf(t) dt = an wif (x;) + En(f)
a i=1

les w; sont les poids, les x; sont les pivots, E,(f) I'erreur commise.
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A
(1)
dt
NfabP
(1)
dt



L .
( )
dt
f
a
- f
i=0 (X
I)
I( )
dt



L
(t)
dt
N/a"p
n(t)
dt

jrb
Z(i f(
abﬁx;)ﬁ
i(f)ijt;d
| t
f(
X;)



L
(t)
dt
Nfa"p
n(t)
dt

L3
)
f (
a X)
E(j(t
)dt;dt
f(x;)

=0




Dans la base des différences divisées

/a f(t)dtmf [x0] kZlf [x0, -

X ] (t = x0)(t = x1)-+(t = x—1) dt




On notera :

e I(f) = [abf(t)dt




On notera :

e I(f) = [abf(t)dt

o I,(f) = éwif(xi)




On notera :
b
o Z(f) = f F(t)dt

. I,(F) - i(:]w,-f(x,-)

o En(f) =Z(f) - Zn(f)

=] F = = E 9DAC¢



Une méthode de quadrature est exacte sur un ensemble A si pour toute
fonction f de A :

E,(f)=0
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Une méthode de quadrature est exacte sur un ensemble A si pour toute
fonction f de A :

E,(f)=0

Une méthode de quadrature est d'ordre m si elle est exacte pour tout x*
avec k € {0...m} mais n'est pas exacte pour x™*1.
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Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬂo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt

=] F = = E 9DAC¢



Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬂo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt

INGER!

=] F = = E 9DAC¢



Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬁo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt
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Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬁo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt

INGER!

[CHeydesb-2)a)  OU  (b-a)f(b)




Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬂo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt

INGER!

[CHeydesb-2)a)  OU  (b-a)f(b)

Si f est C1, il existe £ €]a, b[ tel que

(b-

2V pe)

Ro(f) =+




C Methodes de Newton-Cotes [
Xp = a ou Xxo=b

I(f):f(a)/abﬂo(t)dt ou f(b)fabﬁo(t)dt

INGER!

[CHeydesb-2)a)  OU  (b-a)f(b)

Si f est C1, il existe £ €]a, b[ tel que

(b-

2V pe)

Ro(f) =+

Démonstration ?



def rect( £, a, b, n ):
s=0
h=(Cb-a)/n
for k in range( n ):
s +=h * f(C a + k*h )
return s
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Cette méthode est-elle bien d'ordre 07
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Cette méthode est-elle bien d'ordre 07

fbldt=(b—a)=f(a)(b—a)



Cette méthode est-elle bien d'ordre 07

fbldt=(b—a)=f(a)(b—a)

fabtdt:

b? - 32

#f(a)(b-a)
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Xg=a x1=b

I(f):f(a)fabﬁo(t)dt+f(b)fabﬁl(t)dt
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Xg=a x1=b

I(f):f(a)fabﬁo(t)dt+f(b)fabﬁl(t)dt

t-b t—a

Lo(t) = L1(t) = o

o

a—

=] F = = E 9DAC¢



Xpo=a

X1=b

t-b
Lo(t) =
Calculez....

a

I(f):f(a)fabﬁo(t)dt+f(b)fabﬁl(t)dt

t—a
L1(t) =
b 1()

b-a




Xo=a x1=b

I(f):f(a)fabﬁo(t)dt+f(b)fabﬁl(t)dt

t-b t—a

Lo(t) = L1(t) = o

L
o

Calculez....

fab F(t) dt = b;"(f(a) + £(b))




Si f est C2, il existe £ €]a, b[ tel que

Ry - 2

—— ()



Si f est C2, il existe £ €]a, b[ tel que

3
RN = L= e)
Ipp de [ab(x—a;b

) f'(t) dt + théoréme de la moyenne




Si f est C2, il existe £ €]a, b[ tel que

b 3 1
RN = L= e)
Ipp de [ab(x— a-;b
Ordre 1

) f'(t) dt + théoréme de la moyenne
?




Méthode du point milieu : quel est son ordre ?
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Xp = a,

7 xp=b
Pour changer, allons dans la base des différences divisées :

Po(t) = fxo] + f[x0,x1](t = x0) + X0, x1,%2] (X — x0) (x = x1)

DA

u]
‘ o)
n
it



Xp = a,

Calculez...

7 xp=b
Pour changer, allons dans la base des différences divisées :
Po(t) = fxo] + f[x0,x1](t = x0) + X0, x1,%2] (X — x0) (x = x1)
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Xp = a,

a+b
X1 =

2 9
Pour changer, allons dans la base des différences divisées :

Xo=b
Calculez...

Po(t) = fxo] + f[x0,x1](t = x0) + X0, x1,%2] (X — x0) (x = x1)
‘Theoréme 7 (Formule de Simpson)
/bf(t) di » b;a(f(a)+4f(%)+f(b))




ordre?
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ordre?

~a)®
|R2()| = %V@)(E)'



Méthode de Romberg : en TD
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y'(x) = f(y(x),x)

=] F = = E 9DAC¢



y'(x) = f(y(x),x)

/;nxm y'(x)dx

=] F = = E 9DAC¢



y'(x) = f(y(x),x)

[ " y'(x) dx = y,(xn) X (Xn+1 _Xn)

o = = = E 9DAC¢



y'(x) = f(y(x),x)

Xn+1
f Y (x)dx =y (xn) X (Xns1=Xn) = £ (Vn, Xn) X (Xn+1—Xn)

=] F = = E 9DAC¢



y'(x) = f(y(x),x)

Xn+1
L7760 dx =y G0 Gt = 0) = F ) % Gonen —0) = hx (. 30)

=] F = = E 9DAC¢



def rect(f, a, b, n):
s =0
h=(Cb-a)/n
for k in range( n ):
s += h * £f( a + k*h )
return s
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def rect(f, a, b, n):
s =20
h=(Cb-a)/n
for k in range( n ):
s +=h * f(C a + k*h )
return s

def euler_exp(f, x0, xn, y0, n):

yk = y0
h =(Cxn-x0) /n
Y = [y6]

for k in range( n ):
yk = yk + h * £C yk, x0 + k*h )
Y += [yk]

return Y




def euler_exp(f, x0, xn, y0, n):
h = (Cxn - x0 ) / float( n )
Y [ y0 for k in range( n + 1 ) ]
X [ x0 + k*h for k in range( n + 1 ) ]
for k in range(l, n + 1 ):
Y[k] = Y[k - 1] + h * £C Y[k - 1], X[k] )
return X,Y
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def trace_euler_exp(f, x0, xn, y0, n):

plt.show()

X, Y = euler_exp(£f, x0, xn, y®, n)
plt.plot( X, Y )
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def trace_euler_exp(f, x0, xn, y0, n):
X, Y = euler_exp(£f, x0, xn, y®, n)
plt.plot( X, Y )
plt.show()

In [1]: trace_euler_exp( lambda y, x

y, 0, 2, 1, 2%%5
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L'A et I'Q de I'ingénieur : la méthode d’Euler...

(Lycée Clemenceau - MP/MP* )
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