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Nous appellerons vecteur une liste d'éléments d’un ensemble A. Cet
ensemble A est muni de deux opérations, B et [, qui lui conférent une

structure d'anneau :

e (A,H) a une structure de groupe commutatif;

e (A,[J) a une structure de monoide;

e [ est distributive sur M.
On désigne souvent par 0p |'élément neutre de H et par 14 I'élément neutre
de [

(A,[]) n'étant pas forcément un groupe, tout le monde n'admet pas
forcément un inverse par [.




Quels sont les éléments inversibles de (Z,-) 7
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type ’a anneau =
{zero 3 Y;g
un ’a;
som 'a—> 'a—> ’a;
prod 'a—> 'a—> ’a;
sous a—> "a—> ’a;
div 'a—> 'a—> ’a;
to_string : ’a —> string;
egal ’a —> 'a —> bool;
ordre 'a —> ’a —> bool;
b




let reel =
{zero =0.;
un =1.;
som = (+.);
prod = ( *.);
sous =(-.);
to_string = string_of_float;
div =(C/.);
egal = (=);
ordre = (>=);
HY]
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On notera AP |'ensemble des vecteurs a coefficients dans A de taille p.
uBv= [a1 Bﬂbl,azﬁﬂbz,...,anEEbn]

ku=[kHai, kHay,..., kHap]

usz[alﬂbl,agﬂbg,...,apﬂbp]
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. WVMectewretamneau [
val map : (’a -> ’b) —> ’a list -> ’b list

List.map f [al; ...

and builds the list [f al;

; an] applies function f to al,
returned by f. Not tail-recursive.
val mapi

..., an,
; £ an] with the results

(int -> ’a -> ’'b) -> ’a list -> ’'b list

Same as List.map, but the function is applied to the index of

the element as first argument (counting from 0), and the eleme:
itself as second argument. Not tail-recursive.




. WVMectewretamneau [
val map : (’a -> ’b) —> ’a list -> ’b list

List.map f [al; ...

and builds the list [f al;

; an] applies function f to al,
returned by f. Not tail-recursive.
val mapi

..., an,
; £ an] with the results

(int -> ’a -> ’'b) -> ’a list -> ’'b list

Same as List.map, but the function is applied to the index of
the element as first argument (counting from 0), and the eleme:
itself as second argument. Not tail-recursive.
let map_vec = fun op vec —>

map (fun x —> op x) vec;;

let vecs_op = fun op vl v2 —>

mapi ( fun i x —> op (nth vl i) x ) v2;;
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o Vectew eranneau
A.

A™P : ensemble des matrices de n lignes et p colonnes a coefficients dans

ai,j a1,p
ajj ai,p
an,j

an,p
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let mats_op = fun op ml m2 —>
vecs_op (vecs_op op) ml m2;;

let rec make_vec long x =
match long with
[0 —> []
|_ —> x::(make_vec (long-1) X);;

let rec make_mat row col x =
match row with
[0 = []
|_ —> (make_vec col x)::(make_mat (row -1) col x);;
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Sip = Ay B N
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Sip = Ay B N

o



3

aji [ by
k=1
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|B : 3 lignes 5 colonnes|

big  bis
baz  boa  bos
b3z b3a  b3p
a P13 P14 Pi1s
@@@ - b3 P2 P25
a31  a32 a33 P31 P32 P33 P34 P35
41 @42 43 Pa1  Pa2 P43 P4a P45
|A : 4 lignes 3 colonnes| | P=AxB : 4 lignes 5 colonnes|
o & = E =




# let a = [[1;2;3];[4;5;6]11;;
val a : int list list = [[1; 2; 3]1; [4; 5; 6]]
# printm entier a;;
| 1 2 3
| 4 ) 6 |

# let b = [[0;10;20;30];[-10;0;10;20];[-20;-10;0;1011;;
val b : int list list =

[[0; 10; 20; 30]; [-10; O; 10; 20]; [-20; -10; O; 101]
# printm entier b;;

| 0 10 20 30 |
| -10 0 10 20 |
| -20 -10 0 10 |

# printm entier (prod_mat entier a b);;
| -80 -20 40 100 |
| -170 -20 130 280 |




- Vecteuretanneau
Montrez que (A"™",+,x) est un anneau. Est-il commutatif 7
On notera I, I'élément neutre de (A"",x) : quelle est sa téte?
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Tj=Aj

Hac



2 3 |
4 5 6 |
- :unit = ()
# printm entier (transpose a);;
| 1 4 |
| 2 5
| 3 6 |
- :unit = ()

~ \Vecteuretanneau [ Opérations sur lesimatrices |
Tij
# printm entier aj;;
| 1
|




Démontrez que {(Ax B) ='Ax'B.
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MXN:NxMzﬂn

o



MxN=NxM=I,

N=M"1
Si A et B sont réguliéres et de taille n, alors comment calculer (Ax B)™! a
partir des inverses de A te B?

[m] = =

DA
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E,';J la matrice carrée de A™" dont tous les coefficients sont nuls sauf le
coefficient (/,j) qui vaut 1a.

010
E}?= (0 0 0) dans 73%3.
000

# printm entier (elem entier 2 3 4);;
| 0 (0] 0 0 |
| 0 (0] 0 0 |
| 0 (0] 0 1 |
| 0 0 (0] 0 |
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« Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk »

NxN — {0;1}

—

1sii=j, 0 sinon




« Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk »

5- NxN — {0; 1}
(i,j) — 1sii=j, 0sinon
Ih= (&'j)%sisn




Etudiez le produit E,';j x EK et exprimez-le a I'aide du symbole de Kronecker.
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Etudiez le produit E,';j x EX et exprimez-le a 'aide du symbole de Kronecker.
Simplifiez ensuite le produit (1,+AE}) x

(1,—AE}) : qu’en concluez-vous ?
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T

AP . APXP

M — (l,b+AEJ)x M

(Oo» <Hr <=

=

<=

Hac



Ty:

M — (l,+AEJYx M
; al b1 C1 dl
Calculez par exemple I'image par Tf?’ de (az by ¢ dz)

AN*P AP

as bz c3 ds

«0O>» «Fr « =

=

<

3
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T’J ANXP ANXP
Az

M — (l,+AEJYx M
. ay by a1 dy
Calculez par exemple I'image par Tf?’ de (az by ¢ dz)

as bz c3 ds

L —LiBADL)

DA




T’J ANXP ANXP
Az

M — (l,+AEJYx M
. ay by a1 dy
Calculez par exemple I'image par Tf?’ de (az by ¢ dz)

as b3 C3 d3
L — LBADL)

(I, + AEDY ' =1, - AEY
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|| # printm entier (transvec entier 0 3 (-2) (unite entier 4));;

Hac




|| # printm entier (transvec entier 0 3 (-2) (unite entier 4));;

o © O K
o O R o
o B O O
= o o




Hac




«O> < Fr «=»

«=>

o




AN =1, + (ANB(=14))EF

a1 b1 a1 dh
Ag»)\ 9 (

az b2 (o) dz)
a3 b3 ¢c3 d;

‘o <

<

3




1
7
1

1

1

7
1

Li —ALIL;

AN =1, + (NB(=14))EF

a1 by a1 dy
Ag’)‘x(az bz C2 dz)
33b3C3d3
1 |
7
1 |

# printm entier (dilat entier 1 7 (attila entier (3,4)));;
1
7




ST = N7 x (1y+ EJ) % (1= E] ) % (1 + E)

«O» «Fr «E>»

« =)
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«0O>» «Fr «=»r «

3

i i1 . , i
Sy =N x (I, + ED) x (1, - EY) x (1, + EJ))
. al b1 (o] d1
Que vaut le produit de 53?3 par (az by dz) ?
as b3 C3 d3
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Lj—Lj

«0O>» «Fr «=»r «

3

i i1 . , i
Sy =N x (I, + ED) x (1, - EY) x (1, + EJ))
. al b1 (o] d1
Que vaut le produit de 53?3 par (az by dz) ?
as b3 C3 d3
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i i1 . , i
Sy =N x (I, + ED) x (1, - EY) x (1, + EJ))
. al b1 (o] d1
Que vaut le produit de 53?3 par (az by dz) ?
as b3 C3 d3

Li—L;
# printm entier (swap entier O 1 [[11;12;13];[21;22;23];[31;32;33]])
HY]
| 21 22 23 |
11 12 13 |
31 32 REI
o = = = A
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Une fonction ¢ de A™P dans lui-méme est une opération sur les lignes si
c’'est la composée finie de transvections et de dilatations de lignes.

@: M (Fix Feg-ox F1) x M

DA



Une fonction ¢ de A™P dans lui-méme est une opération sur les lignes si
c’'est la composée finie de transvections et de dilatations de lignes.

@: M (Fix Feg-ox F1) x M

DA



Une fonction ¢ de A™P dans lui-méme est une opération sur les lignes si
c’'est la composée finie de transvections et de dilatations de lignes.

@: M (Fix Feg-ox F1) x M

@ N— (
Inverse de la matrice @ (l,) :




Une fonction ¢ de A™P dans lui-méme est une opération sur les lignes si
c’'est la composée finie de transvections et de dilatations de lignes.

@: M (Fix Feg-ox F1) x M

@ N~ (F{Ex 5t
Inverse de la matrice @ (1,) :@7*(I,)

2 ‘XFk_l)XN




o Veerenn er annean. R
p étant une opération élémentaire sur les lignes,
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p étant une opération élémentaire sur les lignes,

M inversible — @(M) inversible
Si @1,92,....,0k est une suite d’opérations sur les lignes de M qui
transforme M en |, alors M est inversible et

M7 = @k (1n) x @r-1(In) X oo x 91(I) = P 0 Pp-1 0.0 1 (1)




80 Histoire

Matrice carrée inversible
® Opérations sur les lignes
#) Vecteur et anneau
® Matrice

Rang d'une matrice
® Opérations sur les matrices

® Matrices ligne-équivalentes
® L réduite échelonnée

DA




80 Histoire

Matrice carrée inversible

® Opérations sur les lignes
Rang d'une matrice

® Matrices ligne-équivalentes

¥ Vecteur et anneau
® Matrice
® Opérations sur les matrices

L réduite échelonnée

v
Y

DA




0
M=N— N=@gopg_io..op1(M)
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o Rangidlune matrice
{4
M=N— N=@gopg_io..op1(M)

opérations ¢ | Partie gauche | Partie droite Remarques
M I, initialisation du tableau
P1 My Ri My = @1 (M), R = ¢1(l,)
P2 M, Ra Mz = @2(M1), R2 = @2(R1)
©; M; R; M;=R;xM
Pk N R N=RxM
CRT= = = =
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© Toutes les lignes nulles (une ligne est nulle si elle ne comporte que des
zéros) sont au-dessous des lignes non nulles.
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© Toutes les lignes nulles (une ligne est nulle si elle ne comporte que des
zéros) sont au-dessous des lignes non nulles.

© Dans chaque ligne non nulle le premier élément non nul est 14 (on lit
une ligne de la gauche vers la droite), ce 14 est appelé pivot ou
élément pivot. La colonne ou se trouve ce 14 est appelée colonne pivot

et c’est le seul élément non nul de cette colonne.
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Rang d'une matrice . |
L réduite échelonnée

© Toutes les lignes nulles (une ligne est nulle si elle ne comporte que des
zéros) sont au-dessous des lignes non nulles.

® Dans chaque ligne non nulle le premier élément non nul est 14 (on lit
une ligne de la gauche vers la droite), ce 14 est appelé pivot ou
élément pivot. La colonne ou se trouve ce 14 est appelée colonne pivot
et c'est le seul élément non nul de cette colonne.

® Si, de plus, les pivots apparaissent en ordre croissant par numéro de
ligne et numéro de colonne, on dit que M est €-réduite échelonnée
(en abrégé Iré ou LRé).
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o O O | =

1] 2
0 3
0 O
-2 0
0 |1
0 0
0 0

0

—1 | est £-réduite non échelonnée

0

n'est pas £-réduite

est (-réduite échelonnée

u]
o)
1
n
it
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