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Une relation wup, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Précisons d’abord un peu les choses. On considére une fonction
f définie sur une partie / de R et & valeurs réelles, ainsi

qu'un élément a de /. Et la question est de savoir s'il
existe une suite (up)nen telle que

up=a et pour tout neN wupr1=Ff(up).
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Précisons d’abord un peu les choses. On considére une fonction
f définie sur une partie | de R et & valeurs réelles, ainsi

qu'un élément a de /. Et la question est de savoir s'il
existe une suite (up)nen telle que

up=a et pour tout neN wupi1=Ff(up).

Il me semble que oui! Il suffit de définir u; comme égal
a f(a), et ainsi de suite.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

C’est tout ce que cela vous inspire, Téhessin? Vous étes siir de
pouvoir continuer?
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

C’est tout ce que cela vous inspire, Téhessin? Vous étes siir de
pouvoir continuer ?

bléme :

Ben, oui, je pose up = f(u1), puis...! 7 Ah, je vois le pro-
. il faudrait que f soit définie en wuy !
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Ce qui n'a en effet aucune raison de se produire. Par exemple, il
n'existe pas de suite (un)nen telle que

1

Un
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Ce qui n'a en effet aucune raison de se produire. Par exemple, il
n'existe pas de suite (un)nen telle que

1
up=-1 et pourtout neN wup1=up——.

Un

1 ..
Car, avec g:R* =R, x—x——, on a g(-1)=0, donc g n'est pas définie
X

en g(—1). Il faut également s'assurer qu'aucun des termes suivants ne va
étre égal 3 —1.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Ce qui n'a en effet aucune raison de se produire. Par exemple, il
n'existe pas de suite (un)nen telle que

1
up=-1 et pour tout neN wupp1=uy——.
Un

1 ..
Car, avec g:R* =R, x—x——, on a g(-1)=0, donc g n'est pas définie
X

en g(—1). Il faut également s'assurer qu'aucun des termes suivants ne va
étre égal 3 —1.

D'accord, mais si on avait pris une valeur strictement \Ma{
positive pour ug, alors on aurait eu g(ug) >0, donc on L
pourrait définir g(g(uo)) qui serait lui-méme strictement %
positif, etc. On pourrait donc définir tous les termes de

la suite.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Tout a fait! Et le point clé dans ce que vous venez de dire est

traduit par « ]0,1[ est stable par g ».
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Tout a fait! Et le point clé dans ce que vous venez de dire est
Dl

que g(]0,1[) €]0,1], ce qui, avec la définition suivante, se
traduit par « ]0,1[ est stable par g ».

Cela veut donc dire que si on prend ug dans ]0,1[, on est siir que tous les
termes resteront dans cet intervalle.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Partie stable

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie / de R et a valeurs réelles. On dit
qu'une partie S de / est stable par f lorsque

pour tout x€S f(x)eS
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Eh bien euh...
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Eh bien euh...

Je vois. Voyons le début d'un petit exercice de Bac sur les suites.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par

f(x): 2x+1

x+1

V.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par

f(x): 2x+1

x+1

o Etudiez les variations de f sur I'intervalle [0; 2].
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par

f(x): 2x+1

x+1

o Etudiez les variations de f sur I'intervalle [0; 2].

@ Montrez que si x€[1;2], alors f(x)€[1;2].

V.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Exercice

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par

f(x): 2x+1

x+1

o Etudiez les variations de f sur I'intervalle [0; 2].

@ Montrez que si x€[1;2], alors f(x)€[1;2].
o Les suites (up) et (vp) sont définies sur N par

Montrez que pour tout entier naturel n, 1<u,<2etl<v,<2

V.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Exercice

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 2] par

f(x): 2x+1

x+1

o Etudiez les variations de f sur I'intervalle [0; 2].

@ Montrez que si x€[1;2], alors f(x)€[1;2].
o Les suites (up) et (vp) sont définies sur N par
o up=1et ups1 =7 (up)
9 vp=2et vpr1 =1(vy)

Montrez que pour tout entier naturel n, 1<u,<2etl<v,<2
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Maintenant, si a est élément d'une partie S de / stable par f,

alors on pourra définir f(f(a)) puisque f(a) € S, puis
f(f(f(a))) puisque f(f(a)) €S, etc. |l suffit donc de choi-
sir ug dans S.
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Une relation up, 1 = f(un) définit-elle toujours une suite ?

Soit f une fonction définie sur une partie D de R, un intervalle / stable par
f et un réel ael.

On peut alors construire une suite (u,) définie par
up=a
pour tout n€N, upy1 =1 (up)

Une telle suite ainsi définie est appelée une suite récurrente.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?..
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?..

Ben, upt1 =f(up), et donc lim wpyp =
—+00

i nhrp f(up). Si
on appelle ¢ |a limite de (uy), on a donc €= f(¢)
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?..

Ben, upt1 =f(up), et donc lim wpyq =
n—+oo

I
n—
on appelle ¢ |a limite de (uy), on a donc €=

m f(up). Si
Il suffit donc de résoudre I'équation x = f(x).

o)

(Lycée Jean PERRIN)

DA
12 / 54



Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Etes-vous sir que (f(un)) converge vers f(£) ? Et méme en suppo-

sant que cela soit vrai, la limite £ n'est pas nécessairement
une solution de f(x) = x|
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Etes-vous sir que (f(un)) converge vers f(£) ? Et méme en suppo-

sant que cela soit vrai, la limite £ n'est pas nécessairement
une solution de f(x) = x|

Ah bon!? Alors 13, je ne vois vraiment pas pourquoi.

W
et
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Etes-vous sir que (f(un)) converge vers f(£) ? Et méme en suppo-

sant que cela soit vrai, la limite £ n'est pas nécessairement
une solution de f(x) = x|

4

La subtilité sort vraiment du cadre de la terminale. Retenez seule-

ment que f doit &tre continue sur un intervalle / qui doit

[ui-mé&me &tre un intervalle fermé.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Théoréme

Soit | un intervalle fermé de R, soit f une fonction continue de | vers I, et
soit (up) une suite d'éléments de | telle que un41=f(un) pour tout n. Si
(un) est convergente, alors sa limite est un point fixe de f.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

est.

Vous aurez bien noté le « SI (u,) est convergente, alors sa limite

». Il faudra donc bien commencer par montrer que
la suite est convergente.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?
e de Bac.

Mettons ca en pratique dans un autre petit extrait d'un exercice

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :
ug=0

et

Unt1=V3u,+4

v
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e de Bac.

Mettons ca en pratique dans un autre petit extrait d'un exercice

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :
ug=0

et

Unt1=V3u,+4

@ Montrez que (u,) est majorée par 4.

v
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?
e de Bac.

Mettons ca en pratique dans un autre petit extrait d'un exercice

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :
ug=0

et

Unt1=V3u,+4
@ Montrez que (u,) est majorée par 4.

@ Montrez que (up) est strictement croissante.

v
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?
e de Bac.

Mettons ca en pratique dans un autre petit extrait d'un exercice

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :
ug=0

et

Unt1=V3u,+4
@ Montrez que (u,) est majorée par 4.

@ Montrez que (up) est strictement croissante.
@ Montrez que (u,) converge.

v
=} 5 DAy
(Lycée Jean PERRIN) 16 / 54




Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Mettons ca en pratique dans un autre petit extrait d'un exercice
de Bac.

] L
Exercice

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :

u=0 et wupr1=+3u,+4

@ Montrez que (u,) est majorée par 4.
@ Montrez que (up) est strictement croissante.
@ Montrez que (u,) converge.

o Déterminez la limte de (up)
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Mais s'il n'y a qu’une solution a I'équation f(x) = x, est-
lution 7

ce que (up) ne va pas toujours converger vers cette so-
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Mais s'il n'y a qu'une solution a I'équation f(x) = x, est-
ce que (up) ne va pas toujours converger vers cette so-
lution ?

Non! Prenez par exemple la suite définie par

ug=1

et, pour tout neN

Uny1 =32up
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Mais s'il n'y a qu’une solution a I'équation f(x) = x, est-
lution 7

ce que (up) ne va pas toujours converger vers cette so-

Non! Prenez par exemple la suite définie par

ug=1

et, pour tout neN

Up+1=32up
La fonction f : x— 32x admet un unique point fixe qui est...
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Mais s'il n'y a qu'une solution a I'équation f(x) = x, est-
lution ?

ce que (up) ne va pas toujours converger vers cette so-

s
\;,.“%
Non! Prenez par exemple |a suite définie par
up=1

et, pour tout neN

Un+1 =32up
La fonction f : x— 32x admet un unique point fixe qui est...
Zéro!
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

et pourtant la suite ne converge pas vers 0, n'est-ce pas?
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Si vous le dites...
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?
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Quelles sont les limites possibles d'une suite récurrente ?

Si vous le dites... \M‘«{

Bon sang! Mais c'est bien siir! C'est une suite géomé-
trique de raison 32. Elle diverge vers ['infini.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Il faudrait rajouter « en Terminale », car au Bac, dans 257 exer-

cices sur 258, la fonction f est croissante. Voyons un
exemple.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

exemple.

cices sur 258, la fonction f est croissante. Voyons un
Soit (up) la suite définie par

up=-1/2

Il faudrait rajouter « en Terminale », car au Bac, dans 257 exer-

Upy1=vV1+uy

Déterminez tout d'abord les points fixes éventueles de f.

V.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Il faudrait rajouter « en Terminale », car au Bac, dans 257 exer-

exemple.

cices sur 258, la fonction f est croissante. Voyons un
Soit (up) la suite définie par

up=-1/2

Upy1=vV1+uy

Déterminez tout d'abord les points fixes éventueles de f.

On montre que le seul point fixe est ¢ = (1++/5)/2

V.
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Le secret de
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Le secret de

e des suites d
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Uo
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Le secret de
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Le secret de e des suites d
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Le secret de e des suites du type u, 1 =f(un)
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Le secret de e des suites du type u, 1 =f(un)
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

L'inégalité ag < ¢, avec ¢ = (1+v/5)/2, se conserve.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

L'inégalité ag < ¢, avec ¢ = (1+v/5)/2, se conserve.
En effet, si a, < ¢ pour un certain n,
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

L'inégalité ag < ¢, avec ¢ = (1+v/5)/2, se conserve.
En effet, si a, < ¢ pour un certain n,
alors

1+a,<y1+0,
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

L'inégalité ag < ¢, avec ¢ = (1+V/5)/2,
En effet, si a, < ¢ pour un certain n,

alors v1+a, <1+,

c'est-a-dire ap+1 <.

S€ conserve.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

L'inégalité ag < ¢, avec ¢ = (1+v/5)/2, se conserve.
En effet, si a, < ¢ pour un certain n,

alors v1+a, <1+,

c'est-a-dire ap+1 <.

On a donc montré que a, < ¢ pour tout n.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
Donc upy1—upn=vV1+up—u,>0
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
Donc upy1—upn=vV1+up—u,>0

et donc que (u,) est croissante et majorée par ¢.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
Donc upy1—upn=vV1+up—u,>0

et donc que (u,) est croissante et majorée par ¢.
Elle est donc convergente.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
Donc ups1—Un=vV1+up—u,>0

et donc que (u,) est croissante et majorée par ¢.
Elle est donc convergente.

Enfin, la fonction f étant continue sur [-1,¢], la suite converge vers un
point fixe de f,
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.

Donc ups1—Un=vV1+up—u,>0

et donc que (u,) est croissante et majorée par ¢.

Elle est donc convergente.

Enfin, la fonction f étant continue sur [-1,¢], la suite converge vers un
point fixe de f,

a savoir ici .
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Ceci prouve que l'intervalle [-1,¢[ est stable par f.
Donc ups1—Un=vV1+up—u,>0

et donc que (u,) est croissante et majorée par ¢.
Elle est donc convergente.

Enfin, la fonction f étant continue sur [-1,¢], la suite converge vers un
point fixe de f,
a savoir ici .
L I _
On en déduit que Jim up=¢
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Plus généralement, on peut aussi parfois déterminer le sens de variation de
la suite (up) par « conservation d'inégalités ». Supposons par exemple que

f soit croissante. Alors la position de ug par rapport d u; va déterminer le
sens de variation de la suite.
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sens de variation de la suite.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Plus généralement, on peut aussi parfois déterminer le sens de variation de
la suite (up) par « conservation d'inégalités ». Supposons par exemple que

f soit croissante. Alors la position de ug par rapport d u; va déterminer le
sens de variation de la suite.

En effet, si ug < uq, alors
f(ug) < f(uy), c'est-a-dire
up S up, etc:
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Plus généralement, on peut aussi parfois déterminer le sens de variation de
la suite (up) par « conservation d'inégalités ». Supposons par exemple que

f soit croissante. Alors la position de ug par rapport d u; va déterminer le
sens de variation de la suite.

En effet, si ug < uq, alors
f(uo) < f(up), c'est-a-dire
up < uo, etc:

on obtient donc par récurrence u, < upy1 pour tout n..
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Plus généralement, on peut aussi parfois déterminer le sens de variation de
la suite (up) par « conservation d'inégalités ». Supposons par exemple que

f soit croissante. Alors la position de ug par rapport d u; va déterminer le
sens de variation de la suite.

En effet, si ug < uq, alors
f(ug) < f(up), c'est-a-dire
up < uo, etc:
on obtient donc par récurrence u, < upy1 pour tout n..
Et de méme, ug = u; entraine que la suite (u,) est decroissante.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Si f est décroissante, les choses se compliquent un peu.
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Le secret de I'étude des suites du type u,,1 =f(un)

Enfin, si f n'est pas monotone, le comportement de (u,) peut méme &tre
trés compliqué, « chaotique ». Pour nous amuser, nous examinerons a
I'aide de XCAS le comportement d'une suite telle que

pour tout €N wpr1=pup(l—up)
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(Lycée Jean PERRIN) 50 / 54



En résumé

Voici quelques idées simples qui pourront vous guider dans votre étude
d’une suite définie par une relation du type unp1=f(up).
o Commencez par étudier la fonction f : si par chance elle est
croissante sur un intervalle intéressant, vous pourrez prouver des
inégalités intéressantes (en utilisant la conservation de I'ordre par f)

et en particulier étudier le sens de variation de la suite selon que ug
est supérieur ou inférieur a uy.
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croissante sur un intervalle intéressant, vous pourrez prouver des
inégalités intéressantes (en utilisant la conservation de I'ordre par f)

et en particulier étudier le sens de variation de la suite selon que ug
est supérieur ou inférieur a uy.

@ Vous serez le plus souvent amenés & prouver qu'une suite est
monotone et bornée, donc convergente.
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En résumé

Voici quelques idées simples qui pourront vous guider dans votre étude
d’une suite définie par une relation du type unp1=f(up).

o Commencez par étudier la fonction f : si par chance elle est
croissante sur un intervalle intéressant, vous pourrez prouver des
inégalités intéressantes (en utilisant la conservation de I'ordre par f)
et en particulier étudier le sens de variation de la suite selon que ug
est supérieur ou inférieur a uy.

@ Vous serez le plus souvent amenés & prouver qu'une suite est
monotone et bornée, donc convergente.

® Pour déterminer sa limite, on utilise le théoréme bien connu.
N’'oubliez pas de vérifier toutes les conditions d’application, a savoir
que la suite est définie par une relation du type up1=7f(up), que
est continue de / vers /, | étant un intervalle fermé, que la suite
(un)nen est convergente.
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En résumé

grace a la fonction

Pour vous aider a visualiser la situation, n’hésitez pas a faire appel 3 XCAS

o = DA
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En résumé

Exos

Représentation
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http://gconnan.free.fr/les%20pdf/exo_variation.pdf
http://gconnan.free.fr/les%20pdf/RepSuitesBeamer.pdf
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