
Colle n°9
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I - Un petit lexiquePour les ve
teurs, on peut utiliser ve
tor([
oordonnées℄) qui est en fait un tableau à une ligne. Les fon
tions les plus 
ou-rantes sont norm(ve
teur), dotprod(ve
teur1,ve
teur2) (produit s
alaire), 
rossprod(ve
teur1,ve
teur2) (produitve
toriel). Pour les matri
es, nous aurons besoin d'une des plus grosses bibliothèques de Maple : linalg. On dé�nit une ma-tri
e parmatrix(nb lignes, nb 
olonnes, [a11,a12,a13,...,a1n,a21,a22,a23,...a2n,...,ap1,ap2,ap3,...,apn℄)Par exempleA:=matrix ( 2 , 2 , [ 1 , 2 , 3 , 4 ℄ ) ;La forme af�
hée n'est pas très exploitable. Il faudra utiliser evalm(matri
e). On peut additionner, multiplier, élever à unepuissan
e, appliquer une fon
tion à une matri
e selon la syntaxe habituelle, sauf pour le produit où il faudra taper &*. Ilexiste 114 fon
tions dans linalg plus 
elles déjà présentes sur Maple : nous ne les explorerons pas toutes ! Nous allons lesdé
ouvrir à travers des petits exer
i
es.II - Quelques exer
i
esa. Noyau, imageQu'est-
e que l'endomorphisme de R2 d'expression analytique 
anonique8><>: x0 Æ ¡15 x¡ 25 yy 0 Æ 35 xÅ 65 yVous aurez besoin de déterminer la matri
e A asso
iée, le noyau de A grâ
e à kernel(A) qui en renvoie une base, l'image ave

olspa
e(A). Ensuite, à vous d'essayer des petits 
al
uls sur A pour deviner sa nature.b. Puissan
es de matri
es1. Soit AÆ 13 0BB�0 ¡2 ¡22 0 ¡12 1 0 1CCA.a) Cal
uler A2,A3 et A4.b) Montrer que{A,A2,A3,A4} est un groupe pour le produit matri
iel deM3(R).2. Pour 
ha
une des matri
es A suivantes, 
al
uler An pour tout n 2N.a) �1 a0 1! ave
 a 2R.b) La matri
e Jp deMp (R) dont tous les 
oef�
ients sont égaux à 1.



2 Autour du 
al
ulmatri
iel
. Inverse de matri
esSoit AÆ0BB�1 0 a1 a ¡1a 0 1 1CCA. Pour quelles valeurs de a, la matri
e A est-elle inversible. Cal
ulez alors l'invesre de A.III - Mini-
haînes de Markov...a. Aidons la ma�aLes 
haînes de Markov sont issues de la théorie des probabilités et utilisent des outils d'algèbre linéaire qui nous intéressentaujourd'hui. Elles permettent de simuler des phénomènes aléatoires qui évoluent au 
ours du temps. Nous allons les dé
ou-vrir à travers l'étude d'un exemple simple.Zlot, Brzxxz et Morzgniouf sont trois villes situées respe
tivement en Syldavie, Bordurie et Bouzoukstan. Des tra�
ants dephotos dédi
a
ées du groupe ABBA prennent leur mar
handise le matin dans n'importe laquelle de 
es villes pour l'apporterle soir dans n'importe quelle autre. On notera pour simpli�er V1, V2 et V3 
es villes et pi j la probabilité qu'une mar
handiseprise le matin dans la ville Vi soit rendue le soir dans la ville V j . La matri
e (pi j )16i6316j63 est appeléematri
e de transitionde la 
haîne de Markov. Que s'attend-on à observer sur les 
olonnes d'une matri
e de transition ?Supposons que P soit 
onnue et vaille PÆ 0BB�0,8 0,3 0,20,1 0,2 0,60,1 0,5 0,21CCALes tra�
ants se promenant de ville en ville, il peut être utile de visualiser leurs dépla
ements par le diagramme de transitionsuivant

V2 V3
V1

0,2

0,8

0,2
0,3 0,1 0,10,20,60,5On notera x(k)i la proportion de tra�
ants qui se trouvent au matin du jour k dans la ville Vi . En probabilités, on appelleve
teur d'état tout élément (x1, ¢ ¢ ¢ ,xn) de RÅn tel que x1Å¢¢ ¢Å xn Æ 1.Ainsi, x(k) Æ ³x(k)1 ,x(k)2 ,x(k)3 ´ est un ve
teur d'état.Onmontre que les ve
teurs d'état de la 
haîne sont liés par la relationx(k) Æ P ¢ x(k¡1)et don
 x(k) Æ Pk ¢ x(0)Supposons que le 
hef de la ma�a lo
ale dispose de 1000 tra�
ants qui partent tous le matin du jour 0 de la ville de Zlot.Quelle sera la proportion de tra�
ants dans 
ha
une des villes au bout d'une semaine ? d'un mois ? d'un an ?Le parrain voudrait que la proportion moyenne de tra�
ants soit stable d'un jour sur l'autre. Il re
her
he don
 les ve
teursd'état x véri�ant l'équation P ¢ x Æ x. Vous apprendrez après l'été à résoudre de manière systématique 
e genre de problème.Guillaume Connan, Ly
ée Clemen
eau - PCSI 2 , 2006-2007



Colle MAPLE n°9 3Nous allons pour l'heure nous débrouiller sans appui théorique mais ave
 Maple et la fon
tion linsolve(A,B) qui permet derésoudre les équations du type AX=B ave
 A une matri
e, B un ve
teur 
onnu et X le ve
teur in
onnu. Comment pro
éder ?b. MétéoÀMorzgniouf, les jours sont soit se
s, soit pluvieux. On désigne par E1 l'état se
 et E2 l'état pluvieux et par pi j la probabilitéqu'un jour soit dans l'état Ei sa
hant que le jour pré
édent était dans l'état E j . Les s
ienti�ques Bouzouks ayant observé lesphénomènes météorologiques des trent-deux dernières années à Morzgiouf ont établi la matri
e de transition suivanteP Æ �0,750 0,3380,250 0,662!Sa
hant qu'il fait beau aujourd'hui, quelle est la probabilité qu'il pleuve dans dix jours ?

Guillaume Connan, Ly
ée Clemen
eau - PCSI 2 , 2006-2007


